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la matrice
1 1
A=1{1 0
0 1

a pour colonnes les vecteurs de cette base.
Le théoreme affirme que la matrice associée & la projection orthogonale projy, : R? — R? est

Aproj., = A(ATA) AT

Projyy

Calculons chaque terme.

11
11 2 1
ATAf{ } 10 f{ }
1o 1|, 1 2
172 -1
T A\—1 _
(474) *3{—1 2}
Ainsi,
1 11
A(ATA)*:é 10 {_21 _21}:é 2 -1
0 1 -1 2
Enfin,
11 2 1 1
1 1
AprOjW:A(ATA)’lAng 2 -1 E (1) ﬂzg 1 2 -1
-1 2 1 -1 2
Ainsi, pour tout 7 € R3 :
(2ot
pI‘OjW(?)—Apij?—g 1 2 —1|7
1 -1 2

Angle entre deux vecteurs

Théoréeme 6.60 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous vecteurs 7, 7 eR:

- < [P

L’égalité a lieu si et seulement si U et U sont colinéaires.
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Démonstration. Si @ = 0, Pinégalité est vérifiée (avec égalité).

H
Supposons v # 0. La norme de la projection orthogonale de T sur W vaut :

Iovoie 71 = | S - !

Le théoreme de Pythagore appliqué a v = proj= v+ (7 — proj4 7) donne :

1711 = Il projz ¥|* + || ¥ — projg T = || projz ¥||*

° -
Donc | proj= 7| < || 7|, ¢’est-a-dire | il | < || 7|, d’ont I'inégalité.

L’égalité a lieu si et seulement si o = projo ¢ € Vect (). O

Angle entre deux vecteurs

Soit @,V € R™ deux vecteurs non nuls. L’inégalité de Cauchy-Schwarz garantit que
vV

e < oY

L’angle entre U et U est I'unique 6 € [0, 7] tel que :

cosf = 7Y
2]

De manitre équivalente : @ - ¥ = || ¢ || 7| cos 6.

Exemples. 1. Angle entre 7 = Lﬂ ot U = {ﬂ dans R? :

1 2
cosﬂziz£ = ==
1-v2 2 4
1 3
2. Angle entre @ = [2| et ¥ = |—4| dans R3 :
2 0
3—-8+0 1 1
cosf = 37; =-3 = 0 = arccos (—g) ~ 109.47
1 1 -
3. Les vecteurs W = [1| et ¥ = |—1] sont orthogonaux car u-U = 0, donc 0 = 5
1 0
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WA} Espaces préhilbertiens
Définition 6.62 Produit scalaire sur un espace vectoriel

Soit V un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur V' est une application (-,-) : VxV — R
vérifiant pour tout u,v,w € V et tout c e R :

Symétrie (u,v) = (v, u)
Linéarité (u + v, w) = (u,w) + (v, w)
(cu,v) = e{u,v)
Positivité (u,u) > 0, avec égalité si et seulement si u =0

Un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est appelé espace préhilbertien. S’il est de
dimension finie, on parle d’espace euclidien.

Exemples (Produit scalaire pondéré sur R2). Soit a,b > 0. Pour o = Luf} et ¥ = {Zl} dans
2 2

R2, on pose :
(7, 7) = auv] + bugvy

Vérifions les axiomes :
— Symétrie : (7,7> = auivy + bugvy = (7,7>

— Linéarité : (7 + 7, W) = a(u1 + v1)wy + b(ug + v2)wy = (U, W) + (V, W)
— W, V) = alcuy)vy + bleug)vy = (U, V)

— Positivité : (7, W) =au?+bud>0,et (U, W) =0ssi « = O

Par exemple, avec a = 4, b = 5, U = LQJ et U = B} :

(W, 7)=4-2-3+5-(-1)-2=24—-10=14
Exemples. Produit scalaire sur les polynémes

Soit tg, t1,...,t, des réels distincts. Pour p, q € P,,, on définit :

n

(p.q) =Y p(tr)g(ts)

k=0

Les axiomes de symétrie, linéarité et homogénéité sont immédiats. Pour la positivité : (p, p) =
S h_olp(te)]? >0, et si (p, p) = 0, alors p s’annule en n + 1 points distincts, donc p = 0.
Par exemple, dans Py avec tg = 0, t; = %, to =1, pour p(t) = 12t% et q(t) = 2t — 1 :

(p.a) = p(0)q(0) +p (3) ¢ (3) +p(1)a(1) = (0)(—1) + (3)(0) + (12)(1) = 12

Exemples. Produit scalaire intégral sur C(]a, b])
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Pour f,g € C([a,b]), on définit :

b
(f.9) = / F(Dg(t) dt

Les axiomes de symétrie, linéarité et homogénéité découlent des propriétés de l'intégrale.
Pour la positivité : (f, f) = f: [f()]?dt > 0, et si cette intégrale est nulle avec f continue, alors

f=0.
Par exemple, dans C([0,1]) avec f(t) =t et g(t) =t :

! ]. 1 1
= 3 = — — 2

Remarque 6.6.0.63. Dans un espace préhilbertien de dimension finie, on définit la norme par
loll = /{v,v), la distance par d(u,v) = |ju — v||, et Uorthogonalité par u L v < (u,v) = 0. Le
procédé de Gram-Schmidt et les théorémes de projection orthogonale s’étendent a ce cadre.



